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Preambulo

Antes de comegar, apresentamos algumas reflexées sobre os métodos de en-

sino e avaliacao e sobre como estudar Matemaética.

{Métodos de ensino}

As aulas tedricas sao aulas de exposicdo da matéria. A abordagem
dos assuntos deve procurar contextualizd-los historicamente e rela-
ciona-los com outros de forma elucidativa e motivadora, salientando
a sua relevancia em termos de aplicagoes futuras noutras disciplinas.
Os principais resultados devem ser ilustrados com o recurso a abun-
dantes exemplos. Expor a matéria significa essencialmente fazer a ma-
tematica, ou seja, desenvolver no quadro as demonstragoes, explicando
cada deducdo légica, justificando cada raciocinio. As demonstragoes
devem ser completas ou entao omitir-se. Nao sao admissiveis ex-
pressoes como um simples raciocinio conduz a...(o raciocinio em causa
raramente é simples) ou por um resultado conhecido...(ocorre sempre
a pergunta: conhecido por quem?); semelhantes locugoes sao, normal-
mente, a manifestacao de dificuldades experimentadas por quem as
utiliza e s6 servem o propdsito de tornar nebuloso o que deve ser cris-
talino. Nao ha demonstragoes faceis, nem dificeis; hd demonstracoes
claras, as que se percebem integralmente, e demonstracées obscuras,
as restantes. A funcgao do professor é conduzir o estudante na procura
da clareza que resulta da compreensao plena dos raciocinios. E esta

simplicidade que fascina quem gosta de Matematica.

As aulas nao dispensam a adopcao de um texto escrito, trate-se de um
livro de referéncia ou de notas de curso redigidas pelo professor. O
estudante deve ter a partida a nocao exacta daquilo que o espera, co-
nhecer em pormenor o programa da disciplina, ser-lhe proporcionada
uma visao global dos assuntos em estudo. Também as regras de ava-
liagao devem ser claramente explicitadas no inicio do curso e fornecida

a bibliografia complementar julgada adequada.



As aulas tedricas-préticas devem cumprir o objectivo de estimular o
trabalho individual do estudante e de o ajudar a marcar o seu ritmo
de estudo. O professor fornece, em cada semana, uma lista de proble-
mas que os estudantes deverao resolver até a aula seguinte, onde serao
discutidas e esclarecidas as eventuais dificuldades e duvidas. Deve
excluir-se radicalmente o cendrio em que o professor resolve os proble-
mas no quadro e os alunos copiam a resolucao para o caderno. Tal
pratica é uma pura perda de tempo ou, sem brandura, um circular
jogo de enganos: julga o professor que ensina e o aluno que aprende,

quando tudo nao passa de um equivoco estéril, ainda que ciumplice.

{Estudar Matematica}

Ao estudante é indicado, com antecedéncia, que assunto sera exposto
em cada licdo, sendo fortemente incentivado a ler, mesmo que su-
perficialmente, a matéria em questdao no livro de texto. Os méritos
de uma leitura prévia as aulas tedricas sao evidentes: familiarizagao
com conceitos e notacoes, primeiro contacto com dificuldades técnicas,
possibilidade de suprir certas lacunas relacionadas com conhecimentos
supostamente adquiridos. Acresce um outro, mais difuso mas nao me-
nos relevante, relacionado com a estimulagao do processo mental de
assimilagdo passiva que faz com que, da noite para o dia (por vezes,
mesmo literalmente), certos conceitos se tornem claros ou facilmente
relaciondveis com outros sem que, pelo menos na aparéncia, se faca

para isso qualquer esforco.

Aprender ouvindo, aprender lendo e aprender fazendo s@ao processos
distintos e complementares. E é desta ultima natureza que deve ser o
estudo que se segue a exposicao da matéria nas aulas. E com ele que
o estudante aprende realmente, ou ndo, o que lhe esta a ser ensinado.
Este estudo deve ser individual, profundo e completo, de papel e ldpis,
dirigido a compreensao integral dos conceitos e das demonstragoes e

complementado com a resolucao de exercicios de aplicacao.



{Avaliacao}

A componente principal da avaliacdo consiste na realizagdo de um
exame final escrito (com duas chamadas). Sujeitar os alunos & pressao
de uma prova final é um incentivo indispensével ao estudo individual,
persistente e continuado, para além de convidar o estudante a adquirir
uma visao global das matérias leccionadas. Acresce que a preparacao
assim adquirida pode vir a revelar-se decisiva para o éxito na vida
profissional (seja na Universidade, seja numa empresa), onde o que
faz a diferenca se revela normalmente de forma discreta e nao tanto

continua.

As classificagoes de mérito (superiores a 17 valores) habilitam o estu-
dante a realizar um exame escrito suplementar. Este exame é facul-
tativo, particularmente exigente e decisivo na atribuicao da nota final
aos alunos que a ele tenham acesso. Aquela nao serd, em circunstancia
alguma, inferior a 17 valores (a classificagdo que sera atribuida a quem

nao comparecer ao exame suplementar).



1 Sucessoes Numeéricas

Uma sucessao numérica, ou sucessao de ntimeros reais, ¢ uma fungao real de

variavel natural, ou seja, uma aplicacao de N em R:
u:N— R

Como, para uma sucessao numérica, o dominio e o conjunto de chegada
sao sempre N e R, respectivamente, omite-se a referéncia explicita a estes
conjuntos e identifica-se completamente a sucessao com a indicagao da lei
de transformagao wu(n), que se designa por termo geral da sucessao e se
representa por u,. Escreve-se (upn)nen, (Un)n ou, mais simplesmente, (uy,)
para indicar a sucessao cujo termo geral € wu,,.

O conjunto dos termos da sucessao (uy) é o seu contradominio
u(N) = {u, : n e N}.

Exemplo 1.1 O conjunto dos termos da sucessao de termo geral u, =
(—1)™ é o conjunto {—1,1}. O conjunto dos termos da sucessao de termo

geral v, = 2n é o conjunto dos nimeros pares.

Definicao 1.1 Uma sucessio (uy) diz-se limitada se o conjunto dos seus

termos for limitado, ou seja, se
dL>0: |uy| <L, VneNlN (1)
Isto significa que u(N) C (=L, L).

Exemplo 1.2 A sucessao (%)neN é limitada. De facto, o conjunto dos seus
termos estd contido no intervalo (0, 1] e portanto existe L > 0, que pode ser

L = 2, por exemplo, tal que

1

n

<2, VneN.

J4 a sucess@o (2n),en nao é limitada pois, dado qualquer nimero real posi-

tivo L, existe sempre um ntmero par maior do que L.



Definicao 1.2 Uma sucessao (uy,) diz-se crescente se

Upt1 > Up, VM EN (2)
e diz-se decrescente se

Unt1 < Up, VmneN. (3)

Se as desigualdades em (2) e (3) forem estritas, acrescenta-se o qualificativo
estritamente.
Uma sucessao diz-se (estritamente) mondtona se for (estritamente)

crescente ou (estritamente) decrescente.

Exemplo 1.3 A sucessao de termo geral u,, = ;77 € estritamente crescente.
Na verdade,
n+1 n n?+2n+1-n?—-2n
u — Up — — =
T T 2 n+d (n+2)(n+1)
1

= ——— >0, VneN.
(n+2)(n+1) "

Exemplo 1.4 A sucessao de termo geral w, = cos(nm) nao é mondtona.
De facto,

U}Q*’LU]_:].*(*].):2>O e w3 —wy =—1—1=-2<0.

Definicao 1.3 Uma subsucessdo da sucessao (un)nen € uma restri¢io de

u a um subconjunto infinito {n; < ny < ... < mng < ...} de N. Designa-se

por (unk )kEN .

Exemplo 1.5 A sucessao (ﬁ)neN é uma subsucessao (a subsucessao dos

termos de ordem par) da sucessao (#) N
ne

1.1 Sucessoes convergentes

A nocao central da Anaélise é a nogao de limite. O caso mais simples de um

limite é o limite de uma sucessao.



Definicao 1.4 Um nidmero real a € R diz-se limite da sucessao (uy,) se
Ve>0,d3ngeN: n>ny= |u, —al <e (4)
Diz-se que a sucessdo (uy) converge para a e escreve-se limu, = a.

No sentido de interpretar a definicao de limite, escreva-se a condicao

|un, — a| < € na forma equivalente a — € < u,, < a + €, ou ainda
un € (a —€,a+€).

A um intervalo do tipo (a — €, a + €) chama-se uma vizinhang¢a de a.

E agora claro o significado de (4): por mais pequeno que seja € > 0, ou
seja, por menor que seja a amplitude da vizinhanca (a—e, a+¢), existe sempre
uma ordem ng, a partir da qual todos os termos da sucessao pertencem a
essa vizinhanca. Esta pertenca a uma vizinhanga de a é uma forma de medir
a proximidade a a e, portanto, uma sucessao tem limite a se os seus termos
se tornarem arbitrariamente proximos de a. A ordem ngy depende de € e,

tipicamente, serd tanto maior quanto menor for e.

Definicao 1.5 Uma sucessao diz-se convergente se tiver limite. Caso

contrario, diz-se divergente.

Teorema 1.1 (Unicidade do limite) Uma sucessao nao pode ter dois li-

mites diferentes.

DEMONSTRAGAO [Reductio ad absurdum]: Suponhamos que lim u,, = a,
limu, = b e, sem perda de generalidade', que a < b.

Seja € = b_T“ > 0. Como lim u,, = a, existe uma ordem ng tal que

nS s € a_b—aa+b—a B 3a—b a+b
0 n 2 2 ) 92 92 )

Por outro lado, como lim u,, = b, existe uma ordem n; tal que

b—a b—a a+b 3b—a
n>n —u, € (b— ,b+ = , .

2 2 2 2

1o que isto significa é que se fosse a > b a demonstracio seria inteiramente analoga;
convenga-se, demonstrando o teorema para esse caso.



Seja ny = max{ng,n1}. Entao

n ny s € 3a—b a+b ﬂ a+b 3b—a _0
2 n 2 ) 2 2 ) 2 — ¥

o que é absurdo.

O

Teorema 1.2 Selimu,, = a entdo toda a subsucessao de (u,) converge para

o limite a.

DEMONSTRAGAO: Seja (up, )ken @ subsucessao. Dado € > 0, existe uma
ordem ng € N tal que

n>ng = u, € (@ —€a+e€).
Em particular, tem-se
ng > ng = Up, € (a—€,a+¢€)

e portanto lim u,, = a.
O

Observagao 1.1 Este resultado usa-se normalmente para mostrar que uma
sucessao nao tem limite, exibindo duas subsucessoes com limites distintos.
Por exemplo, a sucessao de termo geral (—1)" é divergente porque a subsu-
cessao dos seus termos de ordem par converge para 1 e a subsucessao dos

seus termos de ordem impar converge para —1.
Teorema 1.3 Toda a sucessdo convergente é limitada.

DEMONSTRAGAO: Seja limu,, = a. Escolhido € = 1, existe uma ordem nq
tal que
n>ny=u, €(a—1l,a+1).

Seja
L = max {[w],ual, .., [ung, la = 1], Ja+ 1]} +1 >0

(note que o conjunto é finito, tem ng + 2 elementos). Entao

lup| < L, VneN.



Observagao 1.2 O reciproco é falso. A sucessao de termo geral (—1)" é

limitada mas, como ja se viu anteriormente, nao converge.
Teorema 1.4 Toda a sucessao mondtona e limitada é convergente.

DEMONSTRAGAO: Seja (uy,) uma sucessao limitada e, sem perda de genera-

lidade, crescente. Por ser limitada, existe
a =sup {u, : ne€N}.

Mostremos que limu,, = a. Dado € > 0, a — € ndao é um majorante do
conjunto dos termos da sucessao pois é menor do que o seu supremo a,
que é o menor dos majorantes do conjunto. Logo, existe ng € N tal que

a— € < up, <a. Mas como (uy,) é crescente,
n>nyg=— a—€<uUp <up,<ate = |u,—al<e

e a conclusao é imediata.

g

Observacao 1.3 A demonstracao mostra que se a sucessao for crescente
converge para o supremo do conjunto dos seus termos; analogamente, se for

decrescente converge para o infimo do conjunto dos seus termos.

Exemplo 1.6 A sucessdo (1),cn é (estritamente) decrescente e limitada.

Tem-se entao: . )
lim — = inf { : nEN}—O.
n n
1.2 Propriedades do limite

Estudam-se nesta seccao algumas propriedades do limite de uma sucessao.

Teorema 1.5 Seja a = limu,. Se b < a entdo existe uma ordem ng € N
tal que
n>ng = b < uy,.

10



DEMONSTRAGAO: Seja € = a — b > 0. Como limu, = a, existe ng € N tal
que
n>ng— a—€e<u,<a+e —b<u,.

O

Corolario 1.1 Seja a = limu,. Se a > 0 entdo existe uma ordem ng € N
tal que
n > ng = u, > 0.

Observacgao 1.4 Sao validos resultados analogos para os casos b > a e

a < 0, respectivamente.

Corolario 1.2 Sejam a = limu, e b = limwv,. Se existe uma ordem ng € N
tal que
n>ng = Up < Un

entao a < b.

DEMONSTRAGAO: Se fosse a > b, entao pelo Teorema 1.5, ter-se-ia, a partir

de uma certa ordem
a-+b

Up < < Up

0 que contraria a hipdtese.
O

Teorema 1.6 (Sucessoes enquadradas) Se limu,, = limv, = a e existe

uma ordem ng € N tal que

entdo limw, = a.
DEMONSTRACAO: Dado € > 0 arbitrario, existem ordens ni,ns € N tais que
n>n—a—e€<u, <a-+e¢;

n>ng=—=a—€<v, <a-+te.

11



Seja ng = max{ng, n1,ns}; entao
n>ngy=—=>0a06a—€< Uy, Wy, <V <a+e€

donde lim w,, = a.

Exemplo 1.7 Tem-se

sinn

|
S
IN

, VneN

sinn __ 0

e portanto lim *7+ =

Teorema 1.7 Se limu, =0 e (v,) € limitada entdo lim(u,v,) = 0.
DEMONSTRAGAO: Como (vy,) é limitada, existe L > 0 tal que
lvn| < L, VneN.

Dado € > 0 arbitrario, ¢/L > 0 e, como lim u,, = 0, existe uma ordem ny € N
tal que

€

L

€
= |upvn| = |un||vn] < ZL =e.

n>nyg = |up| <

Exemplo 1.8 Como (—1)" é limitada e lim1/n = 0 tem-se

(="

n

lim =0.

Teorema 1.8 (Algebra dos limites) Se limu, = a e limwv, = b entdo
1. lim(u, £ v,) = a+b;
2. lim(upvy,) = ab;
a

3. lim ™ =2 e b# 0.
Un, b

12



DEMONSTRAGAO:

1. Dado € > 0 arbitrario, existem ordens ni,no € N tais que
n>n; = |uy, —al < €/2;

n > ng = v, — b < ¢€/2.

Seja ng = max{ni,ng}; entao

n>nyg = |(un +vn) —(a+0b)| = |(up—a)+ (v, =)

IN

|Un - a| + |Un - b‘
< €/24¢€/2=c¢.
O outro caso é analogo.

2. Escrevendo

UpUp — ab = up (v, — b) + (uy, — a)b
o resultado segue-se do Teorema 1.3, do Teorema 1.7 e da parte 1.

3. Como lim(bv,) = b?> > 0, pondo € = b?/2 > 0, existe uma ordem
ng € N tal que

b2 b2
n>nyg = b2—5<bvn<b2+5
= b2<b <3b2
o v adl
2 L)
. 2< 1 <2
3b2 bu, b2

e portanto a sucessao (
Un,

) é limitada. A conclusdo segue-se da

igualdade

n 1
In & _ (buy, — avy,)

v, b vy,

das partes 1. e 2. e do Teorema 1.7.

13



1.3 Limites infinitos

Vejamos agora o que significa o limite de uma sucessao ser infinito.
Definigao 1.6 Diz-se que a sucessao (uy,) tende para +00 se
VA>0, dngeN: n>ny= u, > A.
Diz-se que a sucessao (v,) tende para —oo se
VA>0, dngeN: n>ny— v, < —A.
Escreve-se entao, respectivamente, limu,, = +oo e limwv,, = —oo.

Observacgao 1.5 Observe-se enfaticamente que +00 e —co nao sao nmeros
reais e, portanto, se limwu,, = 400 ou limwv,, = —o0 as sucessoes sao diver-

gentes.

E evidente que se lim u,, = +00 entdo (u,) ndo é limitada superiormente.

O reciproco é falso como é evidenciado pelo contra-exemplo
up = [1 4+ (=1)"]n.

Por outro lado, se (uy,) for crescente e nao for limitada entao fatalmente sera

lim u,, = +00. Convenca-se, efectuando a demonstracao.
Teorema 1.9
1. Selimu, = +o00 e (v,) € limitada inferiormente entao

lim(uy, 4+ vy,) = +o00.

2. Selimu, = +o0o e (v,) € limitada inferiormente por um nimero posi-
tivo entao

lim (upvy,) = 400.

3. Seup>c>0,YneN, v, >0,Vn €N elimv, =0 entdo

. Up
lim — = +o00.
Un

14



4. Se (uy) € limitada e limv, = +00 entdo
Un

lim — = 0.
Un

DEMONSTRACAO:

1. Como (vy) é limitada inferiormente, existe ¢ € R~ tal que v,, > ¢, para
todo o n € N. Dado A > 0 arbitrario, existe uma ordem ng € N tal
que

n>nyg— u, > A—c.

Entao

n>nygy— U, +v, >A—c+c=A.

2. Seja v, > ¢ > 0, para todo o n € N. Dado A > 0 arbitrario, existe

uma ordem ng € N tal que
A
n>nyg = u, > —.
c

Entao
A
n > nyg = Uy, > —c = A.
c

3. Dado A > 0 arbitrario, existe uma ordem ng € N tal que

c
n>ng— v, < —.

0 n A
Entao

U A
n>ng= — >c— = A.
Up, c

4. Como (uy) é limitada, existe L > 0 tal que |u,| < L, para todo o

n € N. Dado € > 0 arbitrario, existe uma ordem ng € N tal que
L
n>nyg = v, > —.
€

Entao
< L% = €.

Unp,
n>ny— |—

Un

15



As hipoteses no enunciado do teorema anterior excluem as situagoes
genericamente designadas por indeterminagoes ou expressoes indetermina-
das. Por exemplo no primeiro item, nao pode acontecer limu, = +oo e
limwv, = —o0, caso em que nao é possivel determinar a priori o valor de

lim(uy, + v,). Na verdade, esse limite pode, consoante os casos,

e ndo existir: u, =n+ (—1)" e v, = —n;

e ser um qualquer numero real a: u, =n+a e v, = —n;
® ser +00: Uy = 2n € v, = —N;

® ser —00: Uy =N € Uy = —2n.

Por isso se diz que a expressao co — co é uma indeterminacao. Nos outros

items, as hipoteses excluem outras indeterminagoes como

0 00
0x o0, = —.
0 o0
Sao também indeterminacoes
!, 1 e 0°.

Os limites mais importantes da Anélise resultam de expressoes indetermi-

nadas; o caso mais evidente é o da derivada.

16



2 Séries Numéricas

A nocao de soma infinita de nimeros reais é o objecto deste capitulo. A
atribuicdo de um significado matemadtico preciso a uma expressao do tipo
a1 +as+as+ ...+ ay+ ..., com uma infinidade de parcelas, faz uso do

conceito de limite, ubiquo em Andlise Matemaética.
2.1 Séries convergentes e séries divergentes

Seja (an)nen uma sucessdo de numeros reais. A série numérica de termo

—+00

geral a, ¢ a soma infinita ) '~y

Q-

Definigdo 2.1 A sucessio associada® & série numérica Z:{g an € a suces-

sdo de termo geral

n
Sp = E a; =a1+ay+...+ay, .
i=1

Definicdo 2.2 A série numérica Y 1> a, diz-se convergente se a sua
sucessio associada (sn) for convergente. Nesse caso, chama-se soma da

série ao limite da sucessao associada e escreve-se

Se a sua sucessao associada for divergente, a série diz-se divergente.

Nesse caso, ndao faz sentido falar em soma.

Observagao 2.1 A variagdo do indice mudo n na expressdo que define a

série nao tem necessariamente de ocorrer em N, ou seja, de 1 a +o00. Por

—+o00 —+00

vezes, ¢ conveniente considerar séries do tipo ) '~ a,, ou mesmo nep On;

com p um inteiro.

20u sucessio das somas parciais ou sucessio das reduzidas

17



Proposicao 2.1 Se as séries Z:g an € Z:{g by, forem convergentes entdo

a série 3" (an + by) também é convergente e

+0o0 “+oo +00
Z(an +by) = Zan—{—an.
n=1 n=1 n=1

Se a série Y.t a, for convergente e o € R entdo a sériec 3 (aay)

também € convergente e

+o0 +o0
Z(aan) =« Z .
n=1 n=1

DEMONSTRAGAO: Sejam (s,,) e (t,) as sucessdes associadas as séries > ay,
e Zj{g by, respectivamente, com lims, = s e limt, = t. Seja (wy) a su-
cessao associada a série Z:{i’i(an + b,). Pelas propriedades comutativa e
associativa da adicao,

n

n n
wy =Y (ag+bp) =D ap+ Y bp=sn+1,
k=1 k=1

k=1

e, portanto, pelo Teorema 1.8-1.,
lim wy, = lim(sy, + t,) = lim s,, + lim¢,, = s + ¢.

O outro caso é analogo.

Exemplo 2.1 Seja a € R. A série numérica

“+00
Za":a+a2+a3+...

n=1
chama-se série geométrica de razdo a. A sua sucessao associada é

1_ n
a—L s a#1

n
Zi 1—a
STL: a =
—
¢ n se a=1

a

1%=) se |a|] < 1 e divergente se |a| > 1.

A série é convergente (e a sua soma é

18



Exemplo 2.2 A série numérica, dita série telescépica,

+oo 1

Z:l n(n+1)

tem como sucessao associada

S|
P Gy

=1

- é(iﬁil)

n 1 1 n 1 1
n—1 n n n+1

A série é portanto convergente (e a sua soma é 1).

A determinacdo da soma de uma série numérica, quando convergente,
exige normalmente o recurso a séries de fungoes, que serao estudadas mais
adiante. Os casos em que é possivel obter a soma usando apenas a definicao
esgotam-se praticamente nos exemplos anteriores e suas variantes. O prin-
cipal objectivo de ora em diante vai ser o da determinagao da natureza de
uma dada série numérica, isto é, o de decidir se a série é convergente ou
divergente. Neste contexto, assume um caracter irrelevante a indicacao ex-
pressa dos indices na escrita do somatério e passaremos a usar simplesmente
a notagdo »  a, para nos referirmos a uma série numérica.

O proximo resultado é uma condigao necessaria de convergéncia.
Teorema 2.1 Se Y a, € uma série convergente entdao lima, = 0.

DEMONSTRAGAO: Seja (sy,) a sucess@o associada a série e s = lim s,, a soma
da série. Define-se uma nova sucessao (t,), com
0 se n=1

tn =
Sp—1 se n > 2
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E evidente que limt¢, = lims, = s e que s, — t, = a,. Assim
lima,, = lim(s, — t,) =lims, — limt, =s—s=0.

O
Portanto, se o termo geral de uma série numérica nao tender para zero
conclui-se imediatamente que a série é divergente. No entanto, o reciproco

do teorema anterior é falso. O exemplo classico é dado pelo
Exemplo 2.3 A série harménica
~+00 1
>
n=1
cujo termo geral tende para zero, é divergente. De facto, a subsucessao

(san )nen da sua sucessao associada é divergente:

Iy () VY
Son = — — 4+ = — -+ =
2 2 '\3 "4 56 78
+ S
2n71+1 on
2"~ parcelas
1 1 1 1
> 14+ -42-44-—4... 4201 —
o2 At 2T
1
= 1+n§—>+oo.

A sucessao associada a uma série Y a,, de termos nao-negativos a, > 0

é obviamente crescente pois
Sp+1 — Sn = Qn41 >0 ) vn.

Assim, a série converge se, e s6 se, (s,) for limitada. E diverge se, e sé se,

lim s,, = +o00. Neste caso, escrevemos Y . a,, = +00.

Exemplo 2.4 A série de termos positivos
+o00 1
> e

n=1
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com « > 1, é convergente pois a sua sucessao associada é limitada:
0<s,<c,VneN.
Na verdade, dado n € N, seja k € N tal que n < 2¥ — 1. Entao,

Sn < Sgk_q
= 1+(1+1)+<1+1+1+1)+...
20: 30: 40( 50( 60& 70c
1 1
(@ )

2F=1 parcelas

2 4 k=1
S 1+27+47+..'+W
k—1 i +oo i
2 2 1
= E(Qa) §§<2a> = {_9ia = &

=0 i=0

visto que a razdo da série geométrica é 0 < 21~ < 1 porque a > 1.

Apresentamos de seguida um critério de comparagao para séries de

termos nao-negativos.

Teorema 2.2 Sejam ) an e Y by, séries de termos nao-negativos tais que,

para uma constante c > 0 e um certo ng € N,
an <cb, , Vn>ng . (5)
Entao se > by, convergir, _ a, também converge.

DEMONSTRAGAO: Sem perda de generalidade, podemos supor que (5) é
vélida para todo o n € N. Sendo (s;) e (t,) as sucessoes associadas, respec-

tivamente, a > ap, € > by, tem-se imediatamente
sp<ct,, VneN .
Sendo Y b, convergente, (t,) é limitada:

AM>0:0<t,<M,V¥neN.
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Logo, (s,,) também é limitada: 0 <s, <c¢M , Vn € N. Segue-se que »_ ay,
é convergente.

g

Exemplo 2.5 A série de termos positivos
—+o00 1
>
n=1

com « < 1, é divergente. Na verdade,

e a conclusao resulta do critério de comparagao e da divergéncia da série

harmoénica.
2.2 Convergéncia absoluta e convergéncia condicional

Definicao 2.3 Uma série Y a, diz-se absolutamente convergente se a

série dos mddulos Y |ay| for convergente.

Exemplo 2.6 Toda a série convergente de termos nao-negativos é absolu-

tamente convergente.

Exemplo 2.7 A série geométrica
n=1 2
¢é absolutamente convergente.

Exemplo 2.8 A série
'fi’f (_1)n+1
n=1 n

nao é absolutamente convergente ji que a sua série dos modulos é a série

harménica > L que ¢ divergente.
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Definicao 2.4 Uma série convergente que nao seja absolutamente conver-

gente diz-se condicionalmente convergente.

Teorema 2.3 (Critério de Leibniz) Seja (a,) uma sucessio decrescente
+o0

com lima,, = 0. Entdo a série g (—=1)""ta, € convergente.

n=1

DEMONSTRAGAO: A sucessao associada & série é
Sp = a1 —a2+a3+...+(—1)"+1an .
A subsucessao (s2,) dos termos de ordem par é crescente ja que
Son+2 — S2n = —Q2n42 + G2p41 = 0
a subsucessao (s2,—1) dos termos de ordem fmpar é decrescente ja que
S2n4+1 — S2n—1 = A2p41 — G2p < 0.

Por outro lado,

Sop — Sop—1 = —Q2p <0 (6)

e portanto tem-se
S <84 < ... <82 <. S Sop1 < ... <S5 < s

Assim, ambas as subsucessoes sao limitadas inferiormente por so e superi-
ormente por s;. Como também sdo mondtonas, sdo convergentes. Resulta

entao de (6) que
lim s9,, — lim 89,1 = lim (89, — S2,—1) = — lim ag, = 0

e portanto lim sg, = lim $9,,—1 donde (s,,) é convergente.
|

Exemplo 2.9 A série do Exemplo 2.8 é condicionalmente convergente. A

ff (—=1)"*t1n (1 + i)

n=1

série

¢é condicionalmente convergente. Porqué?
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Mostremos agora que toda a série absolutamente convergente é conver-

gente. Dada uma sucessao (ay,), definimos duas novas sucessoes:

a, se ap >0
pn = max{ay, 0} =
0 se a,<0

designada por parte positiva de ay; e

0 se ap, >0
qn = max{—a,,0} =
—a, se a, <0

designada por parte negativa de a,. Sao de verificagdo imediata as se-

guintes propriedades das partes positiva e negativa:
PnsGn 20 Pntan = lan| Pn = Qn = an -
Teorema 2.4 Toda a série absolutamente convergente é convergente.

DEMONSTRAGAO: Seja Y _ |a,| convergente. Como pp,q, < |ay|, segue-se

do Teorema 2.2 que > p, e Y. g, sao convergentes. Assim, também é

convergente a série Y an, =Y (Pn — qn) = D Pn — D n-
U

Observagao 2.2 O resultado pode interpretar-se do seguinte modo: dada
uma série convergente de termos nao-negativos, nenhuma troca de sinais dos

termos da série altera a sua natureza.

Corolario 2.1 Se Y a, for condicionalmente convergente entio > p, =
> qn = +00.

DEMONSTRAGAO: Se convergir uma das séries, por exemplo > p,, ter-se-a
> n =>,(pn —an) =D pn—_ an € aoutra também converge. Mas entao

dlan] =52 (P + qn) = D pn + > qn é convergente, o que é absurdo.
U
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2.3 Critérios de convergéncia

Teorema 2.5 Seja ) b, uma série absolutamente convergente, com b, # 0,
Vn. Se a sucessdo (an/ bn)n for limitada (em particular, se for convergente)

entao a série Y a, € absolutamente convergente.

DEMONSTRACAO: Se <Z—") for limitada, existe ¢ > 0 tal que
"/ n

<c = lag| <clby|, VYn.

’an

n

O resultado segue-se do Teorema 2.2.

Coroldrio 2.2 Sejam Y a, e > b, séries de termos positivos tais que

Gnp
lim — = L.
1m bn

Entao:
e se L >0, as séries sao da mesma natureza;
e se L =0, a convergéncia de »_ by, implica a convergéncia de ) an;
e se L =400, a convergéncia de Yy ay, implica a convergéncia de »  by,.

DEMONSTRAGAO: O resultado segue-se do teorema anterior, bastando ob-

servar que se lim §* = L > 0 entao limz—” = % > 0 e que se lim §* = +o0
n n n

entdo lim &= = 0.
an

g

Exemplo 2.10 A série > - é absolutamente convergente; de facto,

1
S+4n2+m
> % é absolutamente convergente e

1 3
. 3 3 . n
lim 2 +41" T — lim 3 5 =
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Coroldrio 2.3 (Critério de d’Alembert) Seja a,, # 0, Vn. Se existir

uma constante 0 < ¢ < 1 e uma ordem ng € N tais que

an+1
Gn

<c, VYn>ng

An+1
an

(em particular, se lim < 1) entdo Y a,, € absolutamente convergente.

DEMONSTRACAO: Temos, para todo o n > ny,

anal € fanl _ Jaal
|an|

cn Cn+1 e ’

pelo que a sucessao de termos nao-negativos (|a,|/ "), é decrescente a partir
de uma certa ordem, logo limitada.
Como ) ¢™ é uma série geométrica (absolutamente) convergente, segue-
se do teorema que Y |a,| é convergente.
O

Observagao 2.3 Na generalidade dos casos praticos, a aplicacao do critério

An41 _ L

de d’Alembert consiste no cdlculo de lim .

e Se L <1, a série Y a, é absolutamente convergente.

e Se L > 1, a série é divergente pois o seu termo geral nao tende para

zero ja que, a partir de uma certa ordem, se tem |a,11| > |ay|.

e Se L = 1, o critério é inconclusivo como mostram os exemplos das
i 1 1
séries Y~y e ) .

Exemplo 2.11 A série > % ¢é absolutamente convergente:

(n+1)! n 1
Tt DD
lim(n+1),+zlim< o > =-<1.
7% n+1 e
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Teorema 2.6 (Critério de Cauchy) Se ezistir uma constante 0 < ¢ < 1

e uma ordem ng € N tais que

Vian| <c, ¥n>mng

(em particular, se lim {/|a,| < 1) entao Y a,, é absolutamente convergente.

DEMONSTRAGAO: Temos, para todo o n > ny,

Vian] <c¢ = Jay| <.

Como ) ™ é uma série geométrica (absolutamente) convergente, segue-se
do Teorema 2.2 que Y |a,| é convergente.
|

Observagao 2.4 Na generalidade dos casos praticos, a aplicacao do critério

de Cauchy consiste no calculo de lim {/|a,| = L.

e Se L <1, asérie Y a, é absolutamente convergente.

e Se L > 1, a série é divergente pois o seu termo geral nao tende para

zero ja que, a partir de uma certa ordem, se tem |a,| > 1.

e Se L = 1, o critério é inconclusivo como mostram os exemplos das
s . 1 1
séries )~y e ) .

Exemplo 2.12 A série > (lnT")n é absolutamente convergente:

. (Inn\" . Inn
lim E—— =lim—=0<1.
n n

O resultado seguinte, cuja demonstragao pode ser consultada em [4, pag.
143], relaciona os dois limites referidos anteriormente.

Teorema 2.7 Seja a, # 0, Vn. Se lim

= L entao lim {/|a,| = L.

Ant1
an
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Teorema 2.8 (Critério do integral) Seja f : [1,4+00) — R continua, po-
sitiva e decrescente e seja a, = f(n), n € N. Entdo a série Y a, é conver-

gente se, e so se, o integral improprio f1+oo f(z)dx for convergente.

DEMONSTRACAO: Mostramos apenas que a convergéncia da série se segue

da convergéncia do integral impréprio. Para cada k € N, k # 1, tem-se

k k
w=f)= | fWde< [ fa)dr

pois, como f é decrescente, f(k) < f(z),Vz € (k—1,k). Assim,
n k

sn:Zak < a1—|—z f(z)dx
k=1

n

= a1+ | f(z)de
1

+oo
< a1+/ f(x)dx
1

porque f é positiva. Logo, sendo o integral impréprio convergente, a su-
cessao associada a série é limitada e portanto, como é de termos positivos,
é convergente.

g

Exemplo 2.13 A série de Riemann

—+00 1
(03
n=1 n
converge se a > 1. Na verdade,
oo X1
/ —dr = lim —dzx
1 e X—+oo J1 2@
) xlfa X
= lim
X—+oo |1 —a ],
1

a—1"

Recorde, a propésito, o Exemplo 2.4.
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2.4 Comutatividade

Para somas finitas de ntimeros reais é valida a propriedade comutativa. No
caso das séries, nem sempre a convergéncia e a soma da série sao indepen-

dentes da ordem das parcelas.

Definicao 2.5 Uma série ) a, diz-se comutativamente convergente
se, dada qualquer bijec¢io p : N — N, a série ) ayy,) for convergente e
2. () = D n-

Exemplo 2.14 A série
+o0

Z (_1)n+1%

n=1

é (condicionalmente) convergente. Seja s a sua soma; entao

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

- |4 _ St _ Syt -t
g 53 175 677 st w0 12"
s 1 1 1 1 1 1
5 = OFgH0 04 o0 -t 0+ b0 - b,

multiplicando por 1/2 e acrescentando parcelas nulas. Somando agora termo

a termo as duas séries anteriores, obtém-se

2 3 2 5 7 4 9 11 6 7

que é uma série com os mesmos termos da série inicial, tomados por uma
ordem diferente. Esta reordenacao conduziu a uma soma diferente da inicial

logo a série ndo é comutativamente convergente.

Os dois préximos resultados mostram que as séries comutativamente

convergentes sao as séries absolutamente convergentes.

Teorema 2.9 Toda a série absolutamente convergente € comutativamente

convergente.
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DEMONSTRAGAO: Suponhamos, para comecar, que a, > 0, para todo o
n e que Y a, = s. Seja ¢ : N - N uma bijeccao e s, e t, as sucessoes

associadas, respectivamente, a ) a, € ) ay(n). Dado m € N, seja

n = max {gp(l), ©(2),..., (p(m)} )

Entao

m n

tm = Zaw(i) < Zaj = Sy -

i=1 j=1
Analogamente, dado n € N, existe m = max {¢ (1), 1(2),...,¢ ' (n)}
tal que s, < t,. Daqui resulta que limt, = lims,, = s. De facto, dado
e >0, sejang € Ntal quen >nyg = s—e€< s, <s (recorde-se que s, é
crescente). Consideremos a ordem mg tal que sp,4+1 < tp,; entao, como t,
é crescente,

n>myg = §—€<Spy+1 Sty Sty <5

Falta justificar a dltima desigualdade: se, para alguma ordem m*, t,,+ > s,
existiria uma ordem n* tal que s+ > t,,» > s, o que é absurdo, pois a
sucessao crescente s, nao convergiria para s.

O caso geral reduz-se a este considerando a decomposicao da série nas
suas partes positiva e negativa Y a, = Y pp — >, qn. Uma reordenagao
Ay (n) dos termos da série determina uma reordenagao py(,) dos p, e uma
reordenacao d(n) dos ¢, que sao, respectivamente, as partes positiva e

negativa de a,(,). Entao, resulta do caso anterior que

Za@(") :pr(n) _quﬂ(n) ZZPn—an :Zan .

O

Teorema 2.10 (Riemann) Seja > a, uma série condicionalmente con-

vergente. Dado um qualquer nimero real o, existe uma bijec¢do ¢ : N — N

tal que Y agyn) = 0.

DEMONSTRAGAO: Fixado o € R, definimos uma nova série ) a,(,), obtida
por reordenagao dos termos de Y a,, do modo seguinte: comegamos a somar

os termos positivos de Y a,, na sua ordem natural, até que, ao somar a,,, a
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soma seja, pela primeira vez, superior a o. Isto é possivel pois > p, = +00
(ver Corolario 2.1). Acrescentamos a seguir termos negativos, também
na sua ordem natural, até que, ao somar a,,, a soma seja, pela primeira
vez, inferior a o. Isto é possivel pois ) —¢, = —oo (ver Corolario 2.1).
Prosseguindo deste modo, obtemos a reordenacao procurada. A sucessao t,
associada a nova série oscila em torno de ¢ e verifica a propriedade, a partir

do termo obtido ao somar a,,
|tn — o] < lan, |,

onde ay, ¢ o termo que originou a ultima oscilagao em torno de o. Como
limay,, =0 (porque a série Y a, é convergente), temos que lim ¢, = o.

g

Observagao 2.5 Um raciocinio andlogo permite demonstrar que existem
reordenacoes dos termos da série que dao origem a séries divergentes, com

sucessoes associadas a tender para 400 (ou —00).
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3 Sucessoes de funcoes

Seja X C R e F o conjunto das fungdes reais definidas em X. Uma aplicagao
de N em F é dita uma sucessao de fungoes. Ao invés das sucessoes
numéricas, para as quais sé existe uma nocao de limite, para as sucessoes
de funcbes sdo vérias as possibilidades de definir o limite. Analisamos de

seguida as mais usuais.
3.1 Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Definicao 3.1 Uma sucessdo de fungoes f, : X — R converge simples-
mente (ou pontualmente) para uma fung¢io f : X — R se, para todo o

x € X, setem fo(x) — f(z), ie.,
Vee X, Ve>0, dngeN : n>ng = |fo(z) — f(z)| <e€.

Observacgao 3.1 A interpretacao geométrica desta nogao de limite é a se-
guinte: para cada ponto x € X, a sucessao de pontos (z, f,(z)), correspon-
dente a interseccao da recta vertical que passa por x com os graficos das
fungoes f,,, converge para (x, f(z)), o ponto de intersecgdo da mesma recta

com o grafico de f.

Exemplo 3.1 Analisemos quais os limites simples das seguintes sucessoes

de funcoes:
1. fn(:c):i, z eR.
n

~ - €T
Para cada x € R, a sucessao numérica — converge para 0, pelo que o
n

limite é a fungéo nula em R.

2. folx)=2", zel0,1].
Para cada = € [0, 1), a sucessao numérica " converge para 0; ji para
x = 1, a sucessao constante 1" tende para 1. O limite é pois a funcao
f:0,1] — R definida por

0 se z€][0,1)
flz) =

1 se z=1.
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3. folz)=2™(1—2a"), x€[0,1].

Usando o que foi dito anteriormente, é facil verificar que o limite é a

funcao nula em [0, 1].

Na defini¢ao da convergéncia simples, a ordem ng a determinar depende
nao apenas de € mas também do ponto xg. Para o mesmo ¢, nada obriga a
que, para pontos diferentes, o ng seja o mesmo. A defini¢ao considera cada
ponto isoladamente e nao a funcdo como um todo. Como consequéncia,
algumas propriedades, por exemplo a continuidade, perdem-se na passagem
ao limite (cf. o exemplo anterior). A definigdo seguinte vem dar resposta a

estas limitagoes.

Definicao 3.2 Uma sucessao de funcgoes f, : X — R converge unifor-

memente para uma funcdo f: X — R se
Ve>0, dnpeN : n>ng = fn(x)—f(.%'))<6, Ve e X .

Observagao 3.2 A interpretagdo geométrica é a seguinte: para cada € > 0,

a faixa de raio € em torno do grafico de f

{@yeR s vex;|y—f@)l<e}
contém, a partir da ordem ng, os graficos de todas as fungoes f,.

Observagao 3.3 E evidente que se uma sucessao converge uniformemente
para um dado limite também converge simplesmente para o mesmo limite.

O limite uniforme, se existir, sera, portanto, o limite simples.

Observacgao 3.4 A definicao dada é equivalente a afirmar-se que a sucessao

numérica

My, = sup |fa(z) — f(2) (7)
zeX

é um infinitésimo. Esta observacao constitui um critério pratico para inves-
tigar se, identificado o limite simples de uma dada sucessdo de fungoes, a

convergéncia é uniforme.
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Exemplo 3.2 Reanalisemos os exemplos anteriores quanto a convergéncia

uniforme:

1. M, = sup ‘i —0‘ = +00.
zeR | T

Logo, a convergéncia nao é uniforme. Ja se o dominio das fungoes fosse

um intervalo limitado, digamos [—L, L], a convergéncia seria uniforme:

=— —0.

- =
n

M, = sup

ze[-L,L] ' T

2. M, = sup ‘a:" —f(a:)‘ = sup z"=1.
z€[0,1] z€[0,1)

Logo, a convergéncia nao é uniforme.
n n 1
3. M, = sup ‘a: 1-z )—0‘ S
xz€(0,1] 4

Logo, a convergéncia nao é uniforme.
3.2 Propriedades da convergéncia uniforme

O primeiro teorema desta seccao justifica a afirmacao heuristica de que o

limite uniforme de funcdes continuas € uma fungao continua.

Teorema 3.1 Seja f, : X — R uma sucessao de funcdes uniformemente
convergente para f : X — R. Se cada f, for continua no ponto a € X entao

f também € continua no ponto a.
DEMONSTRAGAO: Queremos provar que
Ve>0,30>0: z€(a-6,a+0)NX = ’f(a:)—f(a)’ <E€.

Fixemos € > 0. Como a convergéncia dos f, para f é uniforme, ao niimero

real positivo 5 corresponde uma ordem ng tal que

n>ny = fn<$)—f<$)‘< , Ve e X .

Wl ™
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Fixemos uma ordem n, > ng; por hipdtese, a funcao f,, é continua em a.

Logo, dado o ntimero real positivo §,

>0 :z€(a-6a+0)NX =

fu@) = fu(@| < 5 .

Entao, para = € (a — d,a + ) N X, tem-se
@) = f@| = [F@) = 0. @) + for(@) = fo. (@) + fu.(@) = F(@)]
< £ @) — @) + f @) = Fo. (@) + | (@) = F(@)]

g

Exemplo 3.3 A sucessdo de fungoes continuas do exemplo 2. acima con-
verge para uma funcgao descontinua. Imediatamente se conclui que a con-

vergéncia nao é uniforme.

De seguida, respondemos afirmativamente a questdo da passagem ao
limite sob o sinal de integral: se a convergéncia for uniforme, o integral do

limite € o limite dos integrais.

Teorema 3.2 Se a sucessio de fungoes integraveis fy, : [a,b] — R converge

uniformemente para f : [a,b] — R entdo f € integrdvel e

/ab f@)dr = lim /abfn(x)d:v. (8)

n—-+oo

DEMONSTRAGAO: Omitimos a demonstracao de que f é integravel, ndo sem
observar que, para funcoes f,, continuas, o resultado é imediato ja que, pelo
teorema anterior, f também serd continua, logo integravel.

Quanto a igualdade (8), seja € > 0. Como a convergéncia dos f, para f

¢ uniforme, ao nimero real positivo ;< corresponde uma ordem ng tal que

n>n, = |folz) = f(z)] < , Vo € [a,b] .

_c
b—a
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Portanto, para n > ng,

/ab fn(x) de — /abf(x) dz

e o resultado segue-se da definicao de limite de uma sucessao numeérica.

fo(x) — f(x)| dzx

€
e
b—a ’

b
< /
a

< (b—a)

O

Exemplo 3.4 Verifiquemos que o resultado nao é vélido se se exigir apenas
a convergéncia simples: a sucessao de fungoes f,(x) = na™(1 — ™) converge

simplesmente, no intervalo [0, 1], para a fungao nula. Tem-se

1 1 n’ L
— [ 0d I n(z) dr = i T2
0 /0 0dx # n—EPoo/O fulx) dz n 3o (n+1)2n+1) 2

A convergéncia nao é uniforme ji que, por inspeccdo da monotonia da
funcao, se conclui que

M, = sup ‘nw”(l—x”)—o = i
2€(0.1] 4

O exemplo seguinte mostra que, no caso da derivacdo, nao é a con-
vergéncia uniforme da sucessao de funcoes que faz com que a derivada do

limite seja o limite das derivadas.

Exemplo 3.5 A sucessao de fungoes f,(r) = sin(nz)

converge uniforme-
mente em R para a funcdo nula. No entanto, a sucessao das derivadas

[ (z) = cos(nz) nem sequer é convergente, excepto se z = 0.

A condicao relevante é a convergéncia uniforme das derivadas, como se

precisa a seguir.

Teorema 3.3 Seja (f,) uma sucessio de funcées de classe Ct em [a,b]. Se,
para um certo ¢ € [a,b], a sucessdo numérica (fn(c)) convergir e a sucessao
das derivadas (f,') convergir uniformemente em [a,b] para uma fungdo g,
entao (fy) converge uniformemente em [a,b] para uma funcdo f, de classe
Ct, tal que f' = g.
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DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema Fundamental do Célculo, para cada n € N,

tem-se

fu(x) = fule) + /17 fL)dt, Vz€la,bl.

Passando ao limite quando n — -+oo, resulta da hipétese e do teorema

anterior que, para cada x € [a, b], existe

n—-+o0o n—-+o0o

f@)i= lim_fu(w) =t fu(e)+ [ gl0)dr.

Fazendo = = ¢, obtém-se ngrfoo fu(c) = f(¢). Como g é continua (pois
¢ o limite uniforme de fungoes continuas), f é derivdvel, novamente como
consequéncia o Teorema Fundamental do Célculo, e f'(z) = g(z), Vz € [a, b].
Assim f é de classe O,

Resta provar que f,, — f uniformemente. Dado ¢ > 0, existem ordens

n1,nz € N tais que

n>n =

DO

€

2(b—a)’

n>ny = Vt € [a,b] .

fale) = £(e)] <
18 = 9(0)| <

Seja ng = max{ni,ne}. Entdo, para n > ny,
xr
ful@) = f(@)] =
C

Fale) + / " L) di— Fe) - / g(t) dt‘

< |- s@]+ [ |50 - g00)] de

< Gtle—c sw £/~ g0)
te(e,x)

s gtlb-adgg—g =

qualquer que seja x € [a, b].
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4 Séries de funcoes

Por analogia com o caso das séries numéricas, definimos série de fungoes
convergente através da sua sucessao (de fungoes) associada. Assim, dadas
fungoes f,, : X — R, dizemos que a série Y f,,(x) é convergente e tem soma

f: X — R se a sua sucessao associada
n
sn(@) =Y fr(@) = filx)+ ...+ fulz) , nEN, z€X
k=1

for convergente para f.

A série converge uniformemente se a sua sucessao associada (s,) conver-
gir uniformemente para f, o que é equivalente a dizer que a sucessao dos
restos

ra(@) = f(z) = su(x) , Vo € X
converge uniformemente para zero.
Os teoremas relativos a convergéncia demonstrados no capitulo anterior

tém andalogos 6bvios no contexto das séries de fungoes:

e Se > f, convergir uniformemente para f e cada f, for continua no

ponto a entdo f também é continua no ponto a.

e Se > f, convergir uniformemente para f e cada f, for integravel em

[a,b] entao f é integravel em [a, b] e f:f(x) dr = fab fn(z) dx.

e Se cada f, for de classe C' em [a,b], se, para um certo ¢ € [a,b],
a série > fn(c) convergir e se a série das derivadas Y f,,’ convergir
uniformemente em [a, b, entao Y f,, converge uniformemente em [a, b]
para uma funcio de classe Cl e (3 f.) =3 f'.

+00 2

Exemplo 4.1 A série de funcoes E (14:—672)”’ que, para x # 0, é uma
x
n=0

série geométrica, converge para a fungao descontinua

1+2% se xeR\{0}
fz) =

0 se x=0.

Logo, a convergéncia nao é uniforme.
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A forma mais conveniente de concluir que uma série converge uniforme-

mente é dada pelo critério seguinte.

Teorema 4.1 (Critério de Weierstraf3) Sejam f,, : X = R e > a, uma

série numérica convergente, de termos a, > 0, tal que
|fu(x)] <ap,, VneN,VrelX.
Entao as séries Y |fn| € > fn sdo uniformemente convergentes.

DEMONSTRAGAO: E evidente que as séries convergem para cada r € X,
em virtude do critério de comparacao fornecido pelo Teorema 2.2. Para
mostrar que a convergéncia é uniforme, prova-se que ambas as sucessoes
associadas sao sucessoes de Cauchy, uma nocao que estd fora do ambito da
disciplina (ver [4, Cap. X]).

O
Exemplo 4.2 A série de fungoes Z smf;m;)

Na verdade, tem-se

¢é uniformemente convergente.

Si, VneN, VreR

n2

: : . Z 1
e a série numérica de termos pOSIthOS ) e convergente.
n

4.1 Séries de poténcias

Um tipo particularmente importante de séries de fungoes sao as chama-
das séries de poténcias, que constituem a generalizacao natural dos po-
linémios (podemos dizer, de forma heuristica, que sdo polinémios de grau

infinito). Uma série de poténcias de x é uma expressao da forma

o0
g anx™ = ag + a1x + asx® + . ..

n=0
Mais geralmente,
o
Zan(aﬁ —20)" = ag + ay(x — x0) + az(z — z0)* + ...
n=0
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diz-se uma série de poténcias de x — xg. Serdo apenas consideradas séries
de poténcias de z e, doravante, a expressao série de poténcias quererd dizer
série de poténcias de x; o caso geral reduz-se a este através da mudanca de
variavel y = x — xg.

A importancia destas séries resulta do facto de as principais fungoes da
Analise se poderem representar como séries de poténcias. Antes de abor-
dar esta questao, detenhamo-nos na determinacao dos valores de x para os
quais converge uma série de poténcias. O conjunto de tais valores tem uma
estrutura bem determinada, a saber, trata-se de um intervalo de centro na
origem. Tal intervalo pode ser limitado (aberto, fechado ou semi-aberto),
estender-se a toda a recta ou reduzir-se apenas a origem. Antes de de-
monstrar este facto, analisemos exemplos ilustrativos das diversas situagoes

referidas.

Exemplo 4.3

1. A série E — converge (absolutamente) para x € R, como se conclui
n

facilmente usando os critérios de Cauchy ou de d’Alembert.

Los (_1)n 2n+1
2. A série Z mx converge (absolutament.e) ?ara x.e (—1,1),
como se conclui facilmente usando os mesmos critérios e diverge fora

de [-1,1]. Converge ainda nas extremidades deste intervalo, como

consequéncia do Critério de Leibniz. Assim, converge para x € [—1,1].

(_1)n+1

3. Analogamente, a série E —
n

x € (—1,1) e ainda para x = 1, como consequéncia do Critério de

x" converge (absolutamente) para

Leibniz mas diverge para x = —1. Assim, converge para x € (—1, 1].

4. A série geométrica de razao z, > x", converge (absolutamente) para
x € (—1,1).

5. A série > n"z™ s6 converge para x = 0, j4 que o seu termo geral nao

tende para zero se x # 0.
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Teorema 4.2 Uma série de poténcias Y anx™, ou converge apenas para
x = 0 ou existe r € (0,+00] tal que a série converge absolutamente no

intervalo aberto (—r,r) e diverge fora do intervalo fechado [—r,r]. Se existir

L =lim {/|ay,| entdo r =1/L.

DEMONSTRAGAO: Se a sucessao ({/|ay|) for ilimitada entdo o mesmo acon-
tece, para = # 0, com a sucessao (|apz™|), pelo que o termo geral da série
>~ apz™ nao é um infinitésimo. Assim, a série de poténcias converge apenas
para x = 0.

Se, em alternativa, a sucessao ({/|ay|) for limitada entdao o conjunto

1
X—{p>0 : dngeN \"/\an\<p,Vn>no}

é nio-vazio e, portanto, existe r = sup X € (0, +00]3. Mostremos que X é
um intervalo de extremos 0 e r, ou seja, que X = (0,7) ou X = (0,r] ou

X =(0,+00): sejape X e 0 <z < p; entao
1 1
Vian| < = < =, Vn>mng
p
pelo que x € X. Mostremos agora que

e a série converge absolutamente no intervalo aberto (—r,r):

seja x € (—r,7) e p € X tal que |z| < p < r; tem-se

Vlanz™| = |z {/|an| < |xp| <1, Vn>ng

e a afirmagao segue-se do critério de Cauchy (Teorema 2.6);

e a série diverge fora do intervalo fechado [—r,7]:

seja |z| > r; entdo |z| ¢ X e, para uma infinidade de valores de n,

1
Vian| > — < |apz"| > 1

]

tem-se

pelo que a série Y a,z™ diverge jad que o se termo geral ndo é um

infinitésimo.

3 Atencéo ao abuso de linguagem: admitimos sup X = 400 se X for ilimitado.
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Finalmente, se existir L = lim {/|a,| entao, para cada p € X, tem -se

(convencionando que 1/L = 400 para L = 0)

1 1
L=1lim {|a,| < - & p<—
P L

pelo que r = sup X < 1/L. Suponhamos, por absurdo que r < 1/L e seja
p tal que r < p < 1/L. Entao L = lim {/|a,| < 1/p e, pela definigdo de

limite, existe uma ordem ng tal que

Vlan| <1/p, ¥Yn > ng .

Entao p € X e portanto p < r = sup X, uma contradigao.
O

Definicao 4.1 A r € [0, +00] chama-se raio de convergéncia da série de

poténcias e ao intervalo (—r,r) chama-se intervalo de convergéncia.

Observacao 4.1 Uma série de poténcias pode convergir ou divergir nas
extremidades —r e r do seu intervalo de convergéncia, nada podendo afirmar-

se em geral.

Observacgao 4.2 E consequéncia do teorema anterior e do Teorema 2.7
. . . a ~ . ~ .
que, se a, # 0, Vn e existir lim % = L entao o raio de convergéncia da
n

série de poténcias » ana™ é r =1/L.

As propriedades das séries de poténcias relativas & continuidade, inte-

gracao e derivacao sao consequéncia dos resultados gerais.

Teorema 4.3 Seja v > 0 o raio de convergéncia da série de poténcias

Y apz™ e p € (0,r). A série converge uniformemente no compacto [—p, p|.

DEMONSTRAGAO: O resultado é consequéncia imediata do Critério de Wei-
erstrafi:
lanx™| <lan|p", YneN, Vz e |[—p,p]

e a série Y a,p" é absolutamente convergente pois p € (—r,r).
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Corolario 4.1 Seja r > 0 o raio de convergéncia da série de poténcias
doanz™. A funcdo f: (—r,r) = R, definida por f(x) =Y anx™, € continua.

O teorema afirma que uma série de poténcias converge uniformemente
em todo o intervalo compacto contido no seu intervalo de convergéncia. A
série pode nao convergir uniformemente no intervalo de convergéncia. No

entanto, vale o seguinte resultado (para a demonstragao, ver [4, pag. 388]).

Teorema 4.4 (Abel) Seja r, positivo e finito, o raio de convergéncia da
série de poténcias Y, a,x™. Se Y anr™ convergir entdo a série de poténcias
converge uniformemente em [0,r]. Em particular,

lim (Z anx”> = Zanr” .

T—r—

Teorema 4.5 (Integracao termo a termo) Seja r o raio de convergén-

cia da série de poténcias Y apz™. Se [a, ] C (—r,r) entdo

[ (Sr) do = X0 -

DEMONSTRAGAO: A convergéncia é uniforme no intervalo compacto [« f]
contido no intervalo de convergéncia. Logo, pode-se integrar termo a termo.

g

Teorema 4.6 (Derivagao termo a termo) Seja r o raio de convergén-
cia da série de poténcias y .- anx™. A funcdo f: (—r,r) — R, definida
por f(z) = D0° janx™, € derivdvel, com f'(z) = Y o0 na,z"~t. A série

de poténcias de [’ ainda tem raio de convergéncia r.

DEMONSTRAGAO: Omite-se a demonstragao de que o raio de convergéncia
da série das derivadas ainda é 7.
Seja x € (—r,r) e p € (Jz|,7). Como a convergéncia da série das deriva-

das é uniforme em [—p, p|, f é derivavel e vale a igualdade

o ! o0
f(z) = Zanw" = Znanxnfl .
n=0 n=1
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Observagao 4.3 Ao integrar termo a termo uma série de poténcias com
raio de convergéncia r, pode acontecer que a nova série convirja em alguma
das extremidades de (—7,7), ou em ambas, sem que isso aconteca para a série
original. Ao derivar termo a termo, pode acontecer o inverso e perder-se a
convergéncia em alguma das extremidades do intervalo de convergéncia, ou

mesmo em ambas.

Coroldrio 4.2 Seja r o raio de convergéncia da série de poténcias y_ anxz™.
A fungao f : (—r,r) — R, definida por f(x) = > anx™, € de classe C*.
Para cada k € N, tem-se

FHE () = Zn(n —1)...(n—k+1az" %, Vee(-rr).
n>k
F®(0)
k!

Em particular, ap, =

Assim, ag4ai1x+...+a,z" é o polinémio de Taylor de grau n da fungao

f(z) = > apz™ em torno do ponto x = 0.

Coroldrio 4.3 (Unicidade) Sejam > anz™ e > b,a™ duas séries de po-
téncias convergentes em (—r,r) e X C (—r,r) um conjunto com um ponto
de acumulagdo nesse intervalo. Se Y apx™ = > bpa™, para todo o x € X,

ent@o a, = by, Yn € N.

Estudadas as séries de poténcias, interessa-nos agora saber em que condi-
¢Oes se pode representar uma dada funcao através de uma série de poténcias,

ou seja, como se pode desenvolver uma funcao em série de poténcias.

Definicao 4.2 Seja I um intervalo e f : I — R uma funcdo com derivadas

de todas as ordens em xg € I. Chama-se série de Taylor de f em torno

N A > f(n) (ZL‘()) n
do ponto xq a série de poténcias Z T(l‘ —xo)".
n=0

Resulta imediatamente do Corolario 4.2 que a série de Taylor em torno
de zero da fungao f : (—r,r) — R, definida por f(z) = > a,z™, é precisa-

mente Y apz”.
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Dada uma fungao de classe C*° e determinada a sua série de Taylor,
digamos em torno de zero, colocam-se duas questoes: a de se saber para que
valores de x a série converge e a de determinar se a série converge para f(x).

Isso acontecera se o resto da férmula de Taylor

n (k)
fa) =3 LWk 4 go)
k=0

verificar lim R, (z) = 0.
n—00

Exemplo 4.4 A funcéo f: R — R, definida por

V2 e gz #0
flz) =
0 se =0,
é tal que f(™(0) = 0, Vn € N. Assim, a sua série de Taylor em torno de
zero, que é a funcao nula, é uma série convergente mas nao converge para

f(x) em nenhum intervalo.

Exemplo 4.5 A férmula de Taylor em torno de zero, com resto de La-
grange, para a funcao exponencial é dada por

—~ o e’ +1

X n

e’ = E x + n 1)!1’ . e < x| -
k=0

ec
Como lim ———2""! =0, para todo = € R, tem-se
n—oo (n + 1)!
o n
x
O _
e’ = E T reR.
n=0
Exemplo 4.6 A férmula de Taylor em torno de zero, com resto de La-

grange, para a fun¢ao seno é dada por

n 2k+1 - 1(2n42)
. kT [sin] (©) onto
— - , <z .
sin x kzo( k1)1 + 2n 52! x le| < |z
in](2n+2) n
Como %x%”‘ < % — 0, para todo = € R, tem-se
oo 2n+1
. - _1\n x
smfo( 1) ZEh reR.
n=0
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Mas nem sempre é pratico utilizar este procedimento de escrita da for-
mula de Taylor e inspecgao do limite do resto para obter o desenvolvimento
em série de poténcias de uma dada funcao. Podem usar-se as propriedades

das séries e obter desenvolvimentos a partir de outros ja conhecidos.

Exemplo 4.7

coshz = 1(eI—i—e*“”j):1 i
2 2 n

n=0 ) n=0
1 & n
= s> a0
n=0
e 2n
X
' )
nzzo (2n)

Exemplo 4.8 A expressdo para a soma de um numero finito de termos de

uma progressao geométrica de razao x é dada por

1— n+1
l4a+.. . +a"=—"
1—2z
Logo,
1 n+1
—:1+x+...+x"+x .
1-2z 1-2z
n+1
Como, para |z| < 1, se tem lim = 0, obtém-se
n—oo 1 — x
1 o0
— n — n _
o =ltat +.o.=) 2", Vee(-1,1).
n=0
L ‘s 1
Esta série é a série de Taylor de f(x) = 1 em torno de zero, donde
-z
FM0)=n!.

Exemplo 4.9 Como |7%| < 1 & |z| < 1, tem-se

o0 [e.e]

Lo S =S (e, Wae(-11).

2 — 2
1+ 1—(—x2) = =
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Integrando termo a termo, vem

T 1 z X ) 0 l’2n+1
— J— nypzn _ n
arctanm—/o T dt_/o S (=yrerdt =Y (-1) T
n=0 n=0

para x € (—1,1). Mas esta série converge, pelo Critério de Leibniz, nas
extremidades do intervalo e o Teorema de Abel permite entao estender a
igualdade acima a x € [—1, 1]. Fazendo x = 1, obtemos a férmula de Leibniz
1

71'_1 1+1 +
4 3 5 7 7
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4.2 Séries de Fourier

As séries de poténcias permitem representar, em intervalos apropriados,
um vasto conjunto de fungoes mas apresentam uma limitacao evidente: as

4 na sua Théorie

fungdes tém que ser regulares. A descoberta por Fourier
analytique de la chaleur, de que para uma muito mais vasta classe de fungoes,
incluindo fungoes descontinuas que surgem em intimeras aplicagoes em Me-

canica, era valida uma representacao em série trigonométrica da forma

oo
ag nwT . nmwx
T)=—+ (ancos—+bnsm—> 9
fa)=2+Y i’ - )
n=1
teve, pois, uma enorme importancia no desenvolvimento da Analise.
Verifica-se facilmente que as fungoes cos “I* e sin *7* sao periédicas de
2L

perfodo (positivo minimo) igual a £<. Um periodo comum a todas elas é,
portanto, 2L, e a validade de (9) implica naturalmente a periodicidade de f.
Esta é uma restricao relativamente inécua, ja que uma funcao definida num
intervalo limitado pode ser estendida a toda a recta de forma a tornar-se

periédica.

Admitindo a validade de (9) e a convergéncia uniforme da série trigo-

nométrica, basta multiplicar por cos ™= ou sin [ e integrar termo a termo

para obter, por forca das seguintes relagoes de ortogonalidade

L nwTr . MTT
cos — sin =0
L L L
L
nmwT mmx L se n=m
COS —— COS =
L L L 0 se n#m
L
. nmTxr . mnx L se n=m
sin — sin —— =
L L L 0 se n#m

validas para quaisquer n, m € N, expressoes para os coeficientes a,, € b,.

4Joseph Fourier (1768-1830)
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Definigao 4.3 Seja f : R — R uma funcdo periddica, de periodo 2L, in-
tegravel em cada intervalo limitado. Os coeficientes de Fourier de f sdo

08 numeros reais

1 [F nwT
- = - > : 1
an, L/_Lf(:v) cos — dz | n>0 ; (10)

1 L
by, = L/_Lf(x)sinnzxdm, n>1 . (11)

A presenca do factor % no termo independente de (9) justifica-se por tornar

vélida a férmula (10) para n = 0.

O principal resultado relativo a séries de Fourier estabelece as condigoes
em que uma funcgao periddica por ser representada pela sua série de Fourier,
ou seja, uma série trigonométrica da forma (9) em que os coeficientes sao

determinados pelas férmulas (10) e (11).

Definicao 4.4 Uma fungdo f : I — R diz-se seccionalmente continua
se, em cada intervalo limitado, tiver apenas um niumero finito de desconti-
nuidades, todas de primeira espécie. Se xqg for uma descontinuidade, define-

Se

flwo+0)= lim f(z) e  flzo—0)= lim f(z).

x—zoT T—x0~
A funcao diz-se seccionalmente derivdvel se for seccionalmente continua

e a sua derivada também.

Observacgao 4.4 Uma funcao seccionalmente derivavel nao precisa de estar

definida nos seus pontos de descontinuidade. Nesses pontos, faz-se

oy = L6304 1020

ou seja, toma-se para valor da funcao a média dos limites laterais. O mesmo

vale para a sua derivada.
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Exemplo 4.10 A fungao definida por

0 se —7T<x<0

fz) =

1 se O<z<m

é seccionalmente derivavel. O seu valor na descontinuidade x = 0 pode

tomar-se f(z) = 3.

Teorema 4.7 (Dirichlet) Seja f : R — R wma fungdo seccionalmente
derivavel e periddica, de periodo 2L. Entdao a sua série de Fourier converge

em cada ponto r € R e

f(m+0)—;—f(x— = +Z (ancos + by, sin ”Lﬂ)

A demonstragao esta para além do ambito da disciplina; pode ser consultada
em [3].

Exemplo 4.11 Seja f: R — R a funcao periddica, de periodo 27, definida

em [—, ) por
0 se —7<x<0

fz) =

1 se 0<z<m.

Os coeficientes de Fourier de f sao

1 s
ag = / lde=1;
T Jo

1 ™
anp = / cos(nx)dxr =0, n>1;
T Jo
r[". 0 $
b, = / sm(nx)dm:{ 9 se. m e bar , n>1.
T Jo = se n éimpar

logo, como a funcao é seccionalmente derivavel,

o0

f(a:+0)';'f(x— +Z 2n—1 sjn[(zn—l)x].

50



Fazendo x = /2, obtemos novamente a férmula de Leibniz

E—l—l—l-}—l—l—
4 3 5 7 7

Se uma funcao periddica f : R — R, de periodo 2L, for par entao a sua
série de Fourier é uma série de co-senos. Na verdade, os seus coeficientes de

Fourier sao

) L
an, = L/o f(a:)cosn—zxdx, n>0 ;

b, = 0, n>1 .

pois as fungdes f(z) cos “T* e f(z)sin "I sdo, respectivamente, par e impar.

Analogamente, a série de Fourier de uma funcio impar é uma série de

Senos.

Exemplo 4.12 Seja f(x) = x em [0,7]. Se quisermos desenvolver f em
série de co-senos, temos que prolongar a fungao por paridade a [—m, 0] (ou
seja, f(z) = —x em [—m,0]) e, de seguida, estendé-la, de modo periédico

(com periodo 27) a toda a recta. Os coeficientes de Fourier nao-nulos séo

2 ™
ag = — rdr =1 ;
T Jo

2 [T &
an, = / xcos(na;)dx—{ 04 Se e bar , n>1.
0

T ——— se n éimpar

nsm

Como a funcao é continua e seccionalmente derivavel, vem

flx) = g - ini::l(in—l)Q Cos [(271— 1)3:} .

Se quisermos desenvolver f em série de senos, prolongamo-la como fungao
impar (ou seja, f(z) = x em [—7,0]). Os coeficientes de Fourier nao-nulos

sao entao

bn:/xsin(n:z)da::, n>1
0

o1



f(z+0)+ f(z - 0) i 2(=1)"*

5 = - sin(nz) . (12)

n=1

Terminamos com uma importante formula, a chamada identidade de

Parseval.

Teorema 4.8 (Parseval) Seja f : R — R wma fungdo seccionalmente
continua e periodica, de periodo 2L. Entao os seus coeficientes de Fourier

verificam a identidade

1 > 1 [k
F+ 3 (w0 = | ey

Exemplo 4.13 Recordando (12) no exemplo anterior e utilizando a férmula

de Parseval, obtém-se

o0
4 1 [T 272
Z_/LEZdSU:ﬂ-
:n T J_ 3
donde

=1 2
Sx-%
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